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FILTRATION DE MONODROMIE ET CYCLES E´VANESCENTS
FORMELS
par
Laurent Fargues
Re´sume´. — D’apre`s Berkovich [1], Fujiwara [6] et Huber [8] la fibre des cycles e´vanescents en un
point de la fibre spe´ciale ne de´pend que du comple´te´ formel en ce point. Nous raffinons ce re´sultat
en de´montrant l’invariance par comple´tion formelle de la filtration de monodromie perverse sur la
fibre des cycles e´vanescents. Ce re´sultat est utilise´ de fac¸on cruciale par Boyer dans [3].
Abstract. — Berkovich [1], Fujiwara [6] and Huber [8] have proved that the fiber of the vanishing
cycles at a point of the special fiber depends only on the formal completion at this point. We refine
this result and prove the invariance under formal completion of the perverse monodromy filtration
on the fiber of vanishing cycles. This result is used in an essential way by Boyer in [3].
1. Notations et e´nonce´ du the´ore`me
Soit S = Spec(O) un trait hense´lien excellent. On note k le corps re´siduel de O que l’on suppose
de caracte´ristique p > 0 et π une uniformisante de O. On note η le point ge´ne´rique de S, s son
point ferme´, η un point ge´ome´trique au dessus de η, S = Spec(O) la fermeture inte´grale de S dans
η et s le point ge´ome´trique au dessus de S associe´.
Soit ℓ un nombre premier diffe´rent de p. Pour X un S-sche´ma de type fini et F ∈ Dbc(X,Qℓ) on
note
RΨηF = i
∗
Rj∗F ∈ D
b
c(Xs,Qℓ)
le complexe des cycles proches de Deligne.
Si l’on muni Xη et Xs de la perversite´ interme´diaire et si F ∈ Perv(Xη) est un faisceau pervers
sur la fibre ge´ne´rique alors
RΨηF ∈ Perv(Xs)
et est muni d’une action de Gal(η|η). Si I de´signe le sous-groupe d’inertie de Gal(η|η) et P son
sous-groupe de ramification sauvage
P/I ≃
∏
ℓ′ 6=p
Zℓ′(1)
et si T de´signe un e´le´ment de I s’envoyant sur un ge´ne´rateur de Zℓ(1) dans l’isomorphisme
pre´ce´dent,
T ∈ EndPerv(Xs)(RΨηF)
qui est quasi-unipotent au sens ou` si n est suffisamment divisible T n − Id est un endomorphisme
nilpotent de RΨηF . Cela permet de de´finir l’endomorphisme nilpotent
N = logT =
1
n
log (Id+ (T n − Id)) pour n >> 0
N : RΨηF(1) −→ RΨηF
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Il de´finit une filtration de monodromie dans Perv(Xs), Fil
•RΨηF qui ne de´pends pas du choix de
T , et donc (cf. la section 3) un objet K(F) de la cate´gorie de´rive´e filtre´e DbcF (Xs,Qℓ).
Soit x : s −→ Xs un point ge´ome´trique ferme´. Le complexe de Qℓ-espaces vectoriels RΨη(F)x
est muni d’une action de N mais n’est pas pervers en ge´ne´ral (en quelque sens que ce soit).
Ne´anmoins il provient par oubli de la filtration du complexe filtre´ K(F)x ∈ DbF (Qℓ) la cate´gorie
de´rive´e filtre´e des Qℓ-espaces vectoriels.
Rappelons
The´ore`me 1.1 (Berkovich [1] th. 3.1, Fujiwara [6] cor. 7.1.7, Huber [8] prop. 3.15)
Soit (X ′,F ′, x′) un triplet analogue a` (X,F , x). Tout isomorphisme
f : ÔX,x
∼
−−→ ÔX′,x′
entre les comple´te´s formels des anneaux locaux tel que
F|Spec(ÔX,x[ 1π ])
= f∗
(
F ′
|Spec(ÔX′,x′ [
1
π
])
)
induit naturellement un isomorphisme
RΨη(F)x
∼
−−→ RΨη(F)x′
Le but de cet appendice est d’e´tablir la version raffine´e suivante de cet e´nonce´ :
The´ore`me 1.2. — Soit (X ′,F ′, x′) un triplet analogue a` (X,F , x). Soient K(F), resp. K(F ′),
le complexe filtre´ associe´ a` RΨ(F), resp. RΨ(F ′), muni de sa filtration de monodromie.
Tout isomorphisme
f : ÔX,x
∼
−−→ ÔX′,x′
tel que
F|Spec(ÔX,x[ 1π ])
= f∗
(
F ′
|Spec(ÔX′,x′ [
1
π
])
)
induit naturellement un isomorphisme
K(F)x
∼
−−→ K(F)x′
dans la cate´gorie de´rive´e filtre´e des Qℓ-espaces vectoriels D
bF (Qℓ).
La de´monstration de ce the´ore`me repose sur le the´ore`me de de´singularisation de Popescu (cf.
par exemple [12]) ainsi que la de´finition d’une cate´gorie de faisceaux pervers ℓ-adiques sur des
sche´mas pour lesquels les the´ore`mes de finitude de Deligne de SGA 41/2 et l’existence d’un module
dualisant ne sont pas connus comme le comple´te´ formel d’un anneau local d’un sche´ma de type
fini sur un corps. La ne´cessite´ des coefficients ℓ-adiques est impose´e par la de´finition de l’ope´rateur
de monodromie comme logarithme d’un autre ope´rateur. Sans the´ore`mes de finitude l’argument
d’autorite´ “le cas des coefficients de torsion s’e´tend aussitoˆt au cas ℓ-adique” ne peut eˆtre employe´
ce qui induit de difficiles contorsions base´es sur les travaux d’Ekedahl ([4]).
Le re´sultat de cet article est utilise´ de fac¸on cruciale par P.Boyer dans [3].
L’auteur ce cet appendice tient a` remercier Ofer Gabber pour d’inte´ressantes discussions sur le
sujet.
2. Cate´gories de´rive´es filtre´es
Soit A une cate´gorie abe´lienne. On utilise les cate´gories de´rive´es filtre´es pour des filtrations
de´croissantes finies (et pas seulement finies degre´ par degre´) DF (A),DbF (A),D+F (A) telles
qu’elles sont de´finies dans le chapitre V de [9], cf. e´galement le chapitre 3 de [2]. Elles sont munies
de foncteurs d’oubli de la filtration, Gri pour i ∈ Z, et Fili/Filj pour i < j vers les cate´gories
de´rive´es usuelles. Les foncteurs Fili/Filj se factorisent par les cate´gories de´rive´es filtre´es et on
notera e´galement par abus de notations Fili/Filj ces factorisations.
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3. Cate´gories de´rive´es filtre´es et faisceaux pervers filtre´s
On reprend les hypothe`ses du de´but de la section 3.1.5 de [2]. Plus pre´cise´ment, supposons que
A posse`de suffisamment d’injectifs, que D soit une sous-cate´gorie triangule´e pleine de D+(A) et
que (D≤0,D≥0) soit une t-structure sur D de coeur C = D≤0 ∩ D≥0. Soit DF la sous-cate´gorie
triangule´e de D+F (A) forme´e des objets A tels que ∀i ∈ Z GriA ∈ D.
Proposition 3.1. — Il y a une e´quivalence de cate´gories entre la cate´gorie forme´e des couples
(X,Fil•X) ou` X ∈ C et Fil•X est une filtration de´croissante finie de X et la sous-cate´gorie de DF
forme´e des objets A tels que ∀i GriA ∈ C. Dans cette e´quivalence les foncteurs de graduation Gri
se correspondent et plus ge´ne´ralement si A est associe´ a` X ∀i < j Fil i/Fil j(A) = FiliX/Fil jX.
Ainsi via le foncteur d’oubli de la filtration ω = Fil−∞/Fil∞ : DF → D, ωA = X.
De´monstration. Soit A ∈ DF comme dans l’e´nonce´. Il y a des triangles exactes dans D pour
j > i
Fili/Filj(A) // Fili−1/Filj(A)
vvlll
lll
Gri−1A
+1
hhQQQQQQ
desquels on de´duit aise´ment en proce´dant a` j fixe´ par re´currence sur i, i > j a` partir de i = j − 1,
que
∀j > i Fili/Filj(A) ∈ C
et en particulier A ∈ C. Donc, dans le triangle exacte
FiliA // ωA
xxppp
pp
p
Fil−∞/FiliA
+1
ggOOOOOO
les trois objets sont dans C. On en de´duit que FiliA → ωA est un monomorphisme dans C et
de´finit une filtration finie de X = ωA ayant comme gradue´s les Gr•A. Cela de´finit un foncteur
A 7→ (X,Fil•). Montrons qu’il est pleinement fide`le.
Commenc¸ons par remarquer que pour A,B dans DF comme pre´ce´demment
Hom−1DF (A,B) = 0(1)
Utilisons pour cela la suite spectrale (3.1.3.5) p.78 de [2] :
Epq1 =


∏
j−i=p
Homp+q(GriA,GrjB) si p ≥ 0
0 si p < 0
Epq1 =⇒ Hom
p+q
DF (A,B)
Les GriA et GrjB e´tant dans C, Epq1 = 0 si p+ q < 0 et l’e´galite´ (1) en re´sulte.
Notons (X,Fil•X), (Y,Fil•Y ) les objets associe´s a` A et B. On pourrait eˆtre tente´ d’utiliser la
suite spectrale pre´ce´dente couple´e a` une meˆme suite spectrale pour D+F (C) pour montrer que
Hom(A,B)
∼
−−→ Hom((X,Fil•X), (Y,Fil•Y )). Ne´anmoins cela s’ave`re de´licat a` cause de l’identi-
fication de certaines fle`ches dans la suite spectrale et parce qu’a` priori une telle suite spectrale
n’existe pour les objets filtre´s de C que si C posse`de suffisamment d’injectifs (ne´anmoins ce type
d’argument est suˆrement possible). Supposant B 6= 0, proce´dons plutoˆt par re´currence sur l’am-
plitude de la filtration sup{i | GriB 6= 0}− inf{i | GriB 6= 0}. Lorsque cet entier est e´gal a` 0, soit
i tel que GriB 6= 0. On a donc Fili+1B = 0 ainsi que FiliB = B ce qui implique Fili+1X = 0 et
FiliX = X . Alors
HomDF (A,B) = HomD(Fil
−∞/Fil i+1A,B) = Hom(X/Fili+1X,Y ) = Hom((X,Fil•X), (Y,Fil•Y ))
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Supposons maintenant l’amplitude de la filtration non-nulle et soit i tel que FiliB 6= 0, Fili+1B = 0
et donc Fili+1Y = 0. D’apre`s l’annulation (1) il y a un morphisme de suite exactes
0 // HomDF (A,Fil
iB) //
u

HomDF (A,B) //
v

HomDF (A,Fil
−∞/FiliB) //
w

Hom1DF (A,Fil
iB)
x

0 // Hom(Fil•X,FiliY ) // Hom(Fil•X,Fil•Y ) // Hom(Fil•X,Fil•Y/FiliY )
δ // Ext1(Fil•X,FiliY )
ou` les Hom de la ligne du bas sont des morphismes d’objets filtre´s, FiliY e´tant muni de la filtration
induite, et ou` Ext1(Fil•X,FiliY ) est de´fini comme
Ext1C,Yoneda(X/Fil
i+1X,FiliY )
De plus si [ξ] de´signe la classe de l’extension
ξ : 0→ FiliY → Y → Y/FiliY → 0
alors l’application δ est de´finie par le compose´
Hom(Fil•X,Fil•Y/FiliY )
∼ // Hom(Fil•X/Fili+1X,Fil•Y/FiliY )

Hom(X/Fili+1X,Y/FiliY ) // Ext1C,Yoneda(X/Fil
i+1X,Y )
f
 // f∗[ξ]
Avec cette de´finition on ve´rifie facilement que le carre´ de droite est commutatif dans le diagramme
pre´ce´dent (pour la de´finition de l’application x cf. la ligne qui suit).
D’apre`s le cas e´tudie´ pre´ce´demment initialisant la re´currence l’application u est un isomorphisme.
Par hypothe`se de re´currence w en est e´galement un. Quant a` l’application x cela re´sulte de
Hom1DF (A,Fil
iB) = Hom1D(Fil
−∞/Fili+1A,FiliB) = Ext1C,Yoneda(X/Fil
i+1X,Y )
L’application v est donc un isomorphisme.
La surjectivite´ essentielle du foncteur A 7→ (X,Fil•X) re´sulte de ce que tout morphisme de
complexes dans D+(A) peut eˆtre repre´sente´ par un morphisme injectif de complexe d’objets in-
jectifs (toute fle`che dans D+(A) peut eˆtre vue comme un coˆne d’une autre fle`che) et que donc
si (X,Fil•X) est comme dans l’e´nonce´, on peut repre´senter FiliXpar un complexe (Kij)j∈Z et
les fle`ches Fili+1X → FiliX par des morphismes injectifs Ki+1• →֒ Ki•. L’objet de DF associe´
convient alors.
4. Faisceaux pervers sans conditions de finitude d’apre`s Gabber
Le the´ore`me suivant est un cas particulier des re´sultats de [7]. On y note Ri!xF
• la fibre en un
point ge´ome´trique au dessus du point ge´ne´rique de {x} de Ri!
{x}
F•. Ainsi, si x → X est un tel
point ge´ome´trique
Hi(i!xF
•) = lim
−→
U
a,e´tale
x //
>>}}}
X
Hi
a−1({x})
(U,F•)
L’annulation d’un tel groupe ne de´pend pas du choix de x au dessus de x, de meˆme pour Hi(i∗xF
•).
The´ore`me 4.1 (Gabber). — Soit X un sche´ma noethe´rien de dimension finie. Soit Λ un an-
neau. Posons
pD≤0(X,Λ) = {F• ∈ D(Xe´t,Λ) | ∀x ∈ X ∀i > − dim {x} H
i(i∗xF
•) = 0 }
pD≥0(X,Λ) = {F• ∈ D+(Xe´t,Λ) | ∀x ∈ X ∀i < − dim {x} H
i(Ri!xF
•) = 0 }
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Alors, ( pD≤0, pD≥0) de´finit une t-structure sur D(Xe´t,Λ) et induit une t-structure sur D+(Xe´t,Λ),
D−(Xe´t,Λ) et Db(Xe´t,Λ).
On note Perv(X,Λ) = pD≤0 ∩ pD≥0 ⊂ Db(Xe´t,Λ), une cate´gorie abe´lienne Λ-line´aire.
Si de plus Λ = Z/nZ, n est inversible sur X et X posse`de un module dualisant au sens
de Grothendieck (SGA 5, expose´ I) alors la t-structure pre´ce´dente induit une t-structure sur
Dbc(Xe´t,Λ) et tout objet de Perv(X) ∩D
b
c(Xe´t,Λ) est de longueur finie.
L’inte´reˆt de ce the´ore`me est qu’il permet de construire la t-structure perverse sans hypothe`se
de finitude sur les Rj∗ pour j une immersion ouverte, Ri
! pour i une immersion ferme´e, ou bien
l’existence d’un module dualisant (ce qui est le cas conside´re´ dans [2] que l’on retrouve a` la fin
de l’e´nonce´ du the´ore`me pre´ce´dent). La dernie`re hypothe`se sur l’existence d’un module dualisant
permet de s’assurer que les ope´rateurs de troncature perverse pre´servent les faisceaux pervers a`
cohomologie borne´e constructible.
Exemple 4.2. — Supposons X excellent re´gulier de dimension d et L un faisceau localement
constant sur Xe´t. Alors, L[d] ∈ Perv(X,Λ). C’est une conse´quence de ce que ∀x ∈ X le sche´ma
re´duit sous-jacent a` {x} est ge´ne´riquement re´gulier et du the´ore`me principal de [5].
5. Extension aux coefficients ℓ-adiques
Soit Lλ|Qℓ une extension de degre´ fini, Oλ son anneau des entiers et ̟λ une uniformisante de
Oλ.
Soit X un sche´ma. Nous allons utiliser le formalisme de [4]. Certains des e´nonce´s de [4] sont trop
elliptiques (par exemple le (v) du the´ore`me 3.6 ou` la t-structure tautologique n’est pas de´finie).
De plus nous aurons besoin de ge´ne´ralisations, c’est pourquoi nous rappelons le formalisme de [4]
dans les paragraphes qui suivent.
5.1. Ge´ne´ralite´s : Rπ∗ et Lπ∗. — Soit X˜Ne´t−Oλ• la cate´gorie abe´lienne des syste`mes projectifs
(Fn)n≥1
→ Fn+1 → Fn → . . .→ F1
ou` Fn est un Oλ/̟
n
λ-module sur Xe´t le site e´tale de X et les fle`ches de transition sont Oλ-line´aires.
Soit X˜e´t −Oλ la cate´gorie des Oλ-modules sur Xe´t. Soit
(π∗, π∗) : X˜
N
e´t −Oλ• −→ X˜e´t −Oλ
le couple de foncteurs de´fini par
π∗F = (F/̟nλF)n≥1
et
π∗(Fn)n = lim
←−
n
Fn
On note donc π∗ pour le foncteur image inverse associe´ au morphisme de topos annele´s et π−1 le
foncteur “sans anneau” :
π∗F = π−1F ⊗π−1(Oλ) Oλ•
Remarque 5.1. — On remarquera qu’en ge´ne´ral Rπ∗ n’est pas de dimension cohomologique
finie (en ge´ne´ral on a seulement cd(Rπ∗) ≤ cdℓ(Xe´t) + 1). Ne´anmoins Lπ∗ est de dimension
cohomologique finie (e´gale a` 1).
De´finition 5.2. — On note D(XN,Oλ•) pour la cate´gorie de´rive´e D(X˜Ne´t −Oλ•).
Remarque 5.3. — Le morphisme de topos annele´s X˜Ne´t −→ X˜e´t est un cas particulier de mor-
phisme associe´ a` un topos fibre´ tel qu’explique´ dans [10]. Nous renvoyons en particulier a` [10]
pour les ge´ne´ralite´s concernant les re´solutions dans les topos fibre´s.
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5.2. Complexes essentiellement nuls/constants. —
De´finition 5.4 ([4] de´f. 2.1). — Un syste`me projectif (Fn)n est dit essentiellement nul si ∀n,
localement sur Xe´t, ∃N Fn+N → Fn est le morphisme nul.
Un complexe C ∈ D(XN,Oλ•) est dit essentiellement nul si ∀i Hi(C) l’est.
Remarquons que lorsque X est quasicompact on peut enlever “localement sur Xe´t” dans la
de´finition pre´ce´dente.
Remarque 5.5. — Les syste`mes essentiellement nuls forment une sous-cate´gorie e´paisse de la
cate´gorie des syste`mes projectifs de faisceaux et la cate´gorie quotient des syste`mes projectifs de
faisceaux par les syste`mes essentiellement nuls est donc abe´lienne. On peut donc de´finir le localise´
de D(XN,Oλ•) par rapport au fle`ches de coˆne essentiellement nul. C’est une cate´gorie triangule´e.
En effet, si D est une cate´gorie triangule´e et H est un foncteur cohomologique sur D (a` valeurs dans
une cate´gorie abe´lienne, par de´finition) alors les fle`ches f dont un coˆne C(f) ve´rifie ∀i H(C(f)[i]) =
0 permettent un calcul des fraction a` gauche et a` droite, et la cate´gorie localise´e est triangule´e
(appliquer cela a` D = D(XN,Oλ•) et H le foncteur compose´ D
H0
−−−→ X˜Ne´t −→ X˜
N
e´t/ess. nuls).
De´finition 5.6 ([4] section 1). — On note De+(XN,Oλ•) la sous-cate´gorie de D(XN,Oλ•)
forme´e des complexes C tels que pour i << 0 Hi(C) soit essentiellement nul. Il s’agit donc des
complexes isomorphes aux objets de D+ dans la cate´gorie modulo les complexes essentiellement
nuls de la remarque pre´ce´dente.
Si C ∈ D+(XN,Oλ•) est essentiellement nul alors Rπ∗C = 0. On en de´duit que si C ∈
De+(XN,Oλ•) le syste`me projectif
τ(C) = (. . .→ τ≥iC → τ≥i+1C → . . . )
est tel que le syste`me projectif Rπ∗τ(C) := (Rπ∗τ≥iC)i est essentiellement constant. Cela permet
d’e´tendre Rπ∗ a` De+(XN,Oλ•) en posant
Rπ∗C = lim
←−
Rπ∗τ(C)
De´finition 5.7. — Un objet de D+(XN,Oλ•) est essentiellement constant s’il est isomorphe mod-
ulo les complexes essentiellement nuls a` un objets de la forme π−1(D).
Remarque 5.8. — Le complexe C est essentiellement constant ssi l’application d’adjonction
π−1Rπ∗C → C a un coˆne essentiellement nul ssi ∀i l’application π
−1π∗H
i(C) → Hi(C) a un
noyau et conoyau essentiellement nuls.
5.3. Le foncteur π∗(Oλ/̟λ)
L
⊗Oλ• −. — Bien que π
∗(Oλ/̟λ) ne soit pas un Oλ•-module
de Tor-dimension finie, modulo les complexes essentiellement nuls il l’est et on peut identifier
π∗(Oλ/̟λ) au complexe
[Oλ•
−1
×̟λ−−−−→ Oλ•
0
]
puisque ker(Oλ•
×̟λ−−−−→ Oλ•) est essentiellement nul. Cela permet de de´finir pour C ∈
De+(XN,Oλ•)
π∗(Oλ/̟λ)
L
⊗Oλ• C = Tot
⊕[C
̟λ−−−→ C]
dans la cate´gorie De+(XN,Oλ•) modulo les complexes essentiellement nuls. On peut donc de´finir
ce que cela veut dire que ce complexe est essentiellement constant. On peut e´galement de´finir son
image par Rπ∗.
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5.4. Oλ-complexes. —
De´finition 5.9 ([4] de´f. 2.1). — UnOλ-complexe est un C ∈ De+(XN,Oλ•) tel que π∗(Oλ/̟λ)
L
⊗Oλ•
C soit essentiellement constant
Les Oλ-complexes sont les objets de base introduits par Ekedahl afin de de´finir la cate´gorie
de´rive´e λ-adique.
5.5. La cate´gorie D+(X,Oλ). —
De´finition 5.10 ([4] de´f. 2.1). — Un objet C ∈ De+(XN,Oλ•) est ne´gligeable si π∗(Oλ/̟λ)
L
⊗Oλ•
C est essentiellement nul et un morphisme f est essentiellement un isomorphisme si un coˆne de f
est ne´gligeable.
Remarque 5.11. — Les morphismes qui sont essentiellement des isomorphismes permettent un
calcul des fractions a` gauche et a` droite dans De+(XN,Oλ•) et la cate´gorie localise´e est triangule´e.
En effet, le foncteur C 7→ H0
(
π∗(Oλ/̟λ)
L
⊗Oλ• C
)
a` valeurs dans la cate´gorie des syste`mes pro-
jectifs λ-adiques sur Xe´t modulo les complexes essentiellement nuls est un foncteur cohomologique
(cf. la remarque 5.5).
De´finition 5.12 ([4] de´f. 2.5). — La cate´gorie des Oλ-complexes a pour objets les Oλ-
complexes munis des morphismes
HomOλ−complexes(A,B) = Hompro−De+(τ(A), τ(B))
Ekedahl pose alors D+(X,Oλ) = la cate´gorie des Oλ-complexes localise´e par rapport aux fle`ches
qui sont essentiellement des isomorphismes. C’est une cate´gorie triangule´e.
5.6. Complexes normalise´s. — Ekedahl introduit des repre´sentants particuliers des Oλ com-
plexes dans leur classes d’isomorphisme appele´s complexes normalise´s.
De´finition 5.13 ([4] section 2). — Pour F ∈ De+(XN,Oλ•) on note
F̂ = Lπ∗Rπ∗F ∈ D
+(XN,Oλ•)
Le foncteur F 7→ F̂ se factorise par la cate´gorie localise´e par les morphismes qui sont essen-
tiellement des isomorphismes. Cela re´sulte des formules ([4] lemme 1.5.ii))
∀n i∗nF̂ = Rπ∗
(
π∗(Oλ/̟
n
λ)
L
⊗Oλ• F
)
ou` in : X˜e´t −→ X˜
N
e´t est le morphisme de topos “e´tage n”. Ekedahl de´montre alors qu’un complexe
F est un Oλ-complexe ssi la fle`che d’adjonction F̂ −→ F est essentiellement un isomorphisme ([4]
proposition 2.2.i)).
De´finition 5.14. — Les complexes F ∈ D+(XN,Oλ•) tels que F̂ → F soit un isomorphisme dans
D+(XN,Oλ•) sont des Oλ-complexes appele´s complexes normalise´s. On note D+(XN,Oλ•)norm la
sous-cate´gorie des complexes normalise´s.
On renvoi a` la proposition 2.2.ii) de [4] pour une caracte´risation intrinse`que des complexes
normalise´s.
Proposition 5.15 ([4]). — La cate´gorie D+(XN,Oλ•)norm est l’image essentielle du foncteur
Lπ∗ : D+(X,Oλ)litt (la cate´gorie de´rive´e usuelle des Oλ-modules sur Xe´t). De plus les foncteurs
F 7→ F̂ et le foncteur canonique D+(XN,Oλ•)norm → D+(X,Oλ) induisent une e´quivalence de
cate´gories entre D+(XN,Oλ•)norm et D+(X,Oλ).
Remarque 5.16. — Soit D+(X,Oλ)litt la cate´gorie de´rive´e “usuelle” des complexes de Oλ-
faisceaux sur Xe´t. Le foncteur Lπ∗ permet d’identifier D+(X,Oλ) a` la cate´gorie quotient de
D+(X,Oλ)litt par les complexes F tels que Lπ∗F = 0.
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5.7. La cate´gorie Db(X,Oλ). —
De´finition 5.17. — On note Db(X,Oλ) la sous-cate´gorie de D+(X,Oλ) forme´e des complexes
dans D−.
L’un des points clef qui simplifie nettement la the´orie par rapport au cas de D+ est le (i) de la
proposition 3.4 de [4] :
Proposition 5.18 ([4]). — Un complexe F ∈ D−(XN,Oλ•) est ne´gligeable ssi il est essentielle-
ment nul.
Corollaire 5.19. — La cate´gorie Db(X,Oλ) s’identifie au localise´ de la cate´gorie des Oλ-
complexes dans D− relativement aux fle`ches dont le coˆne est essentiellement nul.
Lemme 5.20. — Soit F ∈ Db(X,Oλ). Alors, F̂ ∈ Db(XN,Oλ•)norm. Si de plus ∀i /∈ [a b] Hi(F)
est essentiellement nul alors ∀i /∈ [a− 1 b] Hi(F̂) est nul.
De´monstration. On utilise les formules
∀n i∗nF̂ = Rπ∗
(
π∗(Oλ/̟
n
λ)
L
⊗Oλ• F
)
π∗(Oλ/̟
n
λ)
L
⊗Oλ• F ≃ [F
−1
×̟nλ−−−−→ F
0
]
le dernier isomorphisme e´tant modulo les complexes essentiellement nuls. Soit donc
f : π−1C → [F
̟nλ−−−→ F ]
un morphisme de complexes de coˆne essentiellement nul. Alors,
i∗nF̂ = C
De plus, le coˆne de f e´tant essentiellement nul on en de´duit que ∀i /∈ [a − 1 b] Hi(π−1C) est
essentiellement nul et donc
∀i /∈ [a− 1 b] Hi(C) = 0
Corollaire 5.21. — Le foncteur de normalisation induit une e´quivalence entre Db(X,Oλ) et
Db(XN,Oλ•)norm.
5.8. La cate´gorie Dbc(X,Oλ) et sa t-structure tautologique. — De´sormais on supposera
toujours que X est localement noethe´rien.
Rappelons qu’Ekedhal pose pour F ∈ Db(X,Oλ)
Oλ/̟λ
L
⊗Oλ F := i
∗
1F̂ = Oλ/̟λ
L
⊗Oλ Rπ∗F ∈ D
b
c(X,Oλ/̟λ)
De´finition 5.22 ([4]). — On pose
Dbc(X,Oλ) = { F ∈ D
b(X,Oλ) | Oλ/̟λ
L
⊗Oλ F ∈ D
b
c(X,Oλ/̟λ) }
De´finition 5.23. — – Un faisceau λ-adique constructible sur Xe´t est un Oλ•-module sur Xe´t,
(Fn)n tel que ∀n Fn+1 ⊗Oλ/̟
n
λ
∼
−−→ Fn et F1 soit constructible.
– La cate´gorie des faisceau λ-adiques constructibles est la sous-cate´gorie des Oλ•-modules ayant
pour objets les faisceaux λ-adique constructibles
– Un faisceau essentiellement λ-adique constructible est un Oλ•-module isomorphe modulo les
complexes essentiellement nuls a` un faisceau λ-adique constructible
– La cate´gorie des faisceaux essentiellement λ-adiques constructibles est la sous-cate´gorie de la
cate´gorie quotient des Oλ•-modules par les modules essentiellement nuls ayant pour objets
les faisceaux essentiellement λ-adique constructible
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Il est aise´ de ve´rifier que le foncteur naturel de la cate´gorie des faisceaux λ-adiques constructibles
vers la cate´gorie des faisceaux essentiellement λ-adiques constructibles induit une e´quivalence de
cate´gories.
Rappelons le the´ore`me principal de [11] :
The´ore`me 5.24 ([11]). — La cate´gorie des faisceaux (essentiellement) λ-adiques constructibles
est abe´lienne noethe´rienne et est e´quivalente a` la cate´gorie des faisceaux localement AR-λ-adiques
constructibles.
Ici la condition AR-nul (pour Artin-Rees) est plus forte que la condition essentiellement nul.
Si X est quasicompact, si f : F −→ G est un morphisme de faisceau λ-adique constructibles
et si H de´signe le noyau de F dans la cate´gorie des Oλ•-modules, celui-ci ve´rifie la condition de
Mittag-Lefler-Artin-Rees. Si H′ de´signe le syste`me projectif des images universelle de H alors pour
r >> 0 le Oλ•-module H[r]⊗Oλ• (ou` l’on pose H[r]i = Hr+i) est λ-adique constructible e´gal au
noyau de f dans la cate´gorie des faisceaux λ-adiques constructibles.
On renvoie plus ge´ne´ralement a` [11] pour les proprie´te´s de base des faisceaux λ-adiques con-
structibles.
Proposition 5.25 ([4] section 3). —
– Pour (Fn)n un faisceau essentiellement λ-adique constructible, (Fn)n place´ en degre´ 0 est un
Oλ-complexe.
– Un F ∈ Db(X,Oλ) appartient a` Dbc(X,Oλ) ssi ∀i H
i(F) est un faisceau essentiellement
λ-adique constructible.
– Si (Fn)n est un faisceau essentiellement λ-adique constructible et F le complexe concentre´
en degre´ 0 associe´ alors H0(F̂) est un faisceau λ-adique constructible tel que les noyaux et
conoyaux de l’application H0(F̂)→ (Fn)n sont essentiellement nuls. Le foncteur F 7→ H
0(F̂)
induit une e´quivalence entre la cate´gorie des faisceaux essentiellement λ-adiques constructibles
et la cate´gorie des faisceaux λ-adiques constructibles, inverse de l’e´quivalence naturelle de´crite
pre´ce´demment apre`s la de´finition 5.23.
The´ore`me 5.26. — Soit X un sche´ma localement noethe´rien et D = Dbc(X,Oλ). Posons
D≤0 = { F ∈ D | ∀i > 0 Hi(F) est essentiellement nul }
D≥0 = { F ∈ D | ∀i < 0 Hi(F) est essentiellement nul }
Alors, (D≤0,D≥0) est une t-structure sur D de coeur la cate´gorie des faisceaux essentiellement
λ-adiques constructibles. Le foncteur cohomologique associe´ est F 7→ H0(F) et les ope´rateurs de
troncature τ≤i, τ≥i sont ceux induits par les ope´rateurs de troncatures usuels.
Si D2 = Dbc(X,Oλ•)norm, via l’e´quivalence de cate´gories triangule´es F 7→ F̂ entre D et D2, la
t-structure induite sur D2 est
D≤02 = { F ∈ D2 | ∀i > 0 H
i(F) = 0 }
D≥02 = { F ∈ D2 | ∀i < −1 H
i(F) = 0 et H−1(F) est ess. nul }
De plus les ope´rateurs de troncature associe´s sont F 7→ τ≤iF et F 7→ τ̂≥iF . Le coeur de D2
s’identifie a` la cate´gorie des faisceaux λ-adiques constructibles et le foncteur cohomologique associe´
est F 7→ H0(Ĥ0(F)).
De´monstration. C’est une conse´quence du the´ore`me pre´ce´dent couple´ au lemme 5.20.
5.9. La t-structure perverse sur Dbc(X,Oλ). —
De´finition 5.27. — Soit D = Dbc(X,Oλ). Posons
pD≤0 = { F ∈ D | ∀x ∈ X ∀i > − dim {x} Hi(i∗xF) est ess. nul }
pD≥0 = { F ∈ D | ∀x ∈ X ∀i < − dim {x} Hi(Ri!xF) est ess. nul }
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The´ore`me 5.28. — Supposons X noethe´rien et que Dbc(X,Oλ/̟λ) posse`de un module dualisant.
Alors ( pD≤0, pD≥0) est une t-structure sur D. Son coeur note´ Perv(X,Oλ) est une cate´gorie
abe´lienne Oλ-line´aire noethe´rienne.
De plus, si D2 = Dbc(X
N,Oλ•)norm, dans l’e´quivalence F 7→ F̂ entre D et D2 la t-structure
pre´ce´dente correspond a`
pD≤02 = { F ∈ D2 | ∀x ∈ X ∀i > − dim {x} H
i(i∗xF) = 0 }
pD≥02 = { F ∈ D2 | ∀x ∈ X ∀i < − dim {x}−1 H
i(Ri!xF) = 0 et H
− dim {x}−1(Ri!xF) est ess. nul }
De´monstration. Montrons que ( pD≤0, pD≥0) est une t-structure par re´currence noethe´rienne.
Supposons donc que pour tout sous-sche´ma ferme´ F ( X la de´finition donne´e de´finisse une t-
structure sur Dbc(F,Oλ) (noter qu’un tel sche´ma F ve´rifie bien les hypothe`ses de l’e´nonce´ puisque
si i : F →֒ X et KX est dualisant sur X alors Ri
!KX est dualisant sur F ). Tout F ∈ D ve´rifie
qu’il existe un ouvert dense U dans X tel que ∀i Hi(F)|U soit un syste`me local λ-adique modulo
les syste`mes essentiellement nuls ([11] proposition 1.2.6). Soit KX ∈ Dbc(X,Oλ/̟λ) un module
dualisant. Il existe un ouvert dense V dans X et un entier δ ∈ Z tels que KX|V ≃ L[δ] ou` L est
un Oλ/̟λ-module localement libre de rang 1.
Pour un ouvert U irre´ductible dansX tel que le module dualisantKX|U soit de la forme pre´ce´dente
on ve´rifie facilement que si D′U est la sous-cate´gorie de Dbc(U,Oλ) de´finie par F ∈ D
′
U ssi ∀i H
i(F)
est essentiellement un syste`me local λ-adique alors la t-structure de´finie dans l’e´nonce´ de´finit une
t-structure sur D′U . On utilise pour cela le fait que sur U le module Oλ/̟λ ∈ D
b
c(U,Oλ/̟λ) est
dualisant et que donc graˆce a` la formule (cf. le chapitre 4 de [4])
Oλ/̟λ
L
⊗Oλ RHomOλ(F ,G) ≃ RHomOλ/̟λ(Oλ/̟λ
L
⊗Zℓ F ,Oλ/̟λ
L
⊗Zℓ G)
Oλ• ∈ Dbc(X,Oλ) est dualisant en un sens e´vident et e´change les foncteurs i
∗
x et Ri
!
x. Sur D
′
U
les ope´rateurs de troncature pervers sont alors les ope´rateurs de troncature usuels de´cale´s par la
dimension de U).
Pour un ouvert U comme pre´ce´demment notons D˜(U) la sous-cate´gorie triangule´e de D forme´e
des F ∈ D tels que ∀i Hi(F)|U soit essentiellement un syste`me local λ-adique. Si j : U →֒ X
et i : X \ U →֒ X alors, l’existence du module dualisant implique que les foncteurs Ri! et Rj∗
respectent les cate´gories Dbc pour les coefficients de torsion et donc pour les coefficients λ-adiques.
Alors, la de´finition donne´e dans l’e´nonce´ induit une t-structure sur D˜(U) par recollement (cf. [2])
de la t-structure sur D′U et celle sur D
b
c(X \ U,Oλ) obtenue par hypothe`se de re´currence. E´tant
donne´ que “D =
⋃
U D˜(U)” on en de´duit facilement que l’on a bien une t-structure sur D.
La description de la t-structure sur Dbc(X
N,Oλ•)norm re´sulte de ce que ∀F ∈ Db(X,Oλ)
∀x ∈ X i∗x(F̂) = î
∗
xF , Ri
!
x(F̂) = R̂i
!
xF et du lemme 5.20.
La noethe´rianite´ de la cate´gorie Perv(X,Oλ) se de´montre comme pour le the´ore`me 8.3 de [7]
en utilisant la noethe´rianite´ de la cate´gorie des faisceaux λ-adiques constructibles.
5.10. La t-structure perverse sur Db(XN,Oλ•). — De´finissons maintenant une t-structure
“na¨ıve” sur Db(XN,Oλ•).
The´ore`me 5.29. — Soit X un sche´ma noethe´rien de dimension finie. Soit D = Db(XN,Oλ•).
Posons
pD≤0 = { F ∈ Db(XN,Oλ•) | ∀x ∈ X ∀i > − dim {x} H
i(i∗xF) = 0 }
pD≥0 = { F ∈ Db(XN,Oλ•) | ∀x ∈ X ∀i < − dim {x} H
i(Ri!xF) = 0 }
Alors, ( pD≤0, pD≥0) forme une t-structure sur D.
De´monstration. Les me´thodes de l’article [7] s’adaptent aussitoˆt.
De´finition 5.30. — On note Perv(XN,Oλ•) le coeur de la t-structure pre´ce´dente. C’est une
cate´gorie abe´lienne Oλ-line´aire.
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5.11. Lien entre les deux t-structures. — Dans cette section le sche´ma X satisfait aux
hypothe`ses du the´ore`me 5.28.
Proposition 5.31. — Soit F ∈ Perv(X,Oλ) sans ̟λ-torsion. Alors F̂ ∈ Perv(X
N,Oλ•).
De´monstration. D’apre`s la description de la t-structure sur les faisceaux normalise´s donne´e
dans le the´ore`me 5.28 F̂ ∈ p
(
Db(XN,Oλ•)
)≤0
. Soit G un coˆne de l’application F̂
×̟λ−−−→ F̂ . Par
hypothe`se
G ∈ Perv(X,Oλ) ∩D
b(XN,Oλ)norm
Soit x ∈ X et i < − dim {x}. Si i < − dim {x} − 1 d’apre`s le the´ore`me 5.28 Hi(Ri!xF̂) = 0. Il y a
de plus une suite exacte
H− dim {x}−2(Ri!xG)︸ ︷︷ ︸
0
−→ H− dim {x}−1(Ri!xF)
×̟λ−−−−→ H− dim {x}−1(Ri!xF)
et donc la multiplication par ̟λ sur le Oλ•-module H
− dim {x}−1(Ri!xF) est injective, module qui
est donc nul.
Corollaire 5.32. — Le foncteur F 7→ F̂ de Dbc(X,Oλ)⊗ Lλ dans D
b(XN,Oλ•)⊗ Lλ est t-exact
et induit donc un foncteur exact Perv(X,Oλ)⊗ Lλ −→ Perv(X
N,Oλ•)⊗ Lλ.
De´monstration. Si F ∈ Perv(X,Oλ), F e´tant un objet noethe´rien il existe un entier N ∈ N
tel que F/F [̟Nλ ] soit sans ̟λ-torsion. L’existence du foncteur exacte entre Perv(X,Oλ)⊗ Lλ et
Perv(XN,Oλ•)⊗Lλ en re´sulte. La premie`re assertion sur la t-exactitude s’en de´duit par de´vissage
en “de´coupant un objet en faisceaux pervers de´cale´s par troncatures succesives”.
5.12. Cate´gories de´rive´es filtre´es λ-adiques. —
De´finition 5.33. — On note DF (XN,Oλ•) la cate´gorie de´rive´e filtre´e des complexes de Oλ•-
modules sur XNe´t = (. . . → Xe´t → . . . → Xe´t) ou` les filtrations sont prises de´croissantes finies (et
non pas finies degre´ par degre´). On note De+F (XN,Oλ•) la sous-cate´gorie forme´e des complexes
filtre´s C tels que pour i << 0 ∀j Hi(GrjC) soit essentiellement nul.
Il y a un couple de foncteurs
De+F (XN,Oλ•)
Rπ∗ //
D+F (X,Oλ)litt
Lπ∗
oo
Tout objet de D+F (XN,Oλ•) est isomorphe a` un complexe Fil
•(I•n)n ou` ∀i∀j Gr
i(Ijn) est un
faisceau injectif et ∀n Gri(Ijn+1) → Gr
i(Ijn) est un e´pimorphisme qui posse`de une section. Pour
un tel complexe Rπ∗(Fil
•I•• ) = lim
←−
n
Fil•I•n. On de´finit alors Rπ∗ sur D
e+(XN,Oλ•) par une
proce´dure analogue a` celle de [4] en utilisant le pro-syste`me τ(−).
Quant au foncteur Lπ∗ il se calcule naturellement sur les complexes filtre´s Fil•C• tels que
∀i, j GriCj soit Oλ-plat ( ce qui est possible puisque Oλ• est un π
−1(Oλ)-module de Tor-
dimension finie).
De´finition 5.34. — Un complexe filtre´ C ∈ De+F (XN, Ab) est essentiellement nul si ∀j GrjC
l’est. Il est essentiellement constant s’il est isomorphe dans la cate´gorie des complexes filtre´s sur
XNe´t localise´e par les fle`ches de coˆne essentiellement nul a` un objet de la forme π
−1D ou` D est un
complexe filtre´ de groupes abe´liens sur Xe´t.
De´finition 5.35. — – Un Oλ-complexe filtre´ est un C ∈ De+F (XN,Oλ•) tel que le complexe
filtre´ π∗(Oλ/̟λ)
L
⊗Oλ• C soit essentiellement constant.
– Un complexe filtre´ normalise´ est un C tel que le morphisme τ(Lπ∗Rπ∗C) → τ(C) soit un
isomorphisme de pro-objets dans D+F (XN,Oλ•).
– Le complexe filtre´ C est ne´gligeable si π∗(Oλ/̟λ)
L
⊗Oλ• C est essentiellement nul.
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– Un morphisme est essentiellement un isomorphisme si son coˆne est ne´gligeable.
– Un morphisme de Oλ-complexe est un morphisme entre pro-syste`mes τ(−) associe´s dans
De+F (XN,Oλ•).
De´finition 5.36. — On note D+F (X,Oλ) le localise´ de la cate´gorie des Oλ-complexes vis a` vis
des morphismes qui sont essentiellement des isomorphismes.
Comme dans [4], la sous-cate´gorie des complexes normalise´s dans D+F (XN,Oλ) s’identifie a`
D+F (X,Oλ). Cette cate´gorie est munie de foncteurs
∀j Grj : D+F (X,Oλ) −→ D
+(X,Oλ)
Proposition 5.37. — Reprenons les hypothe`ses du the´ore`me 5.28. Il y a une e´quivalence de
cate´gories entre la cate´gorie des objets de Perv(X,Oλ) munis d’une filtration finie et celle des
objets C de D+F (X,Oλ) tels que ∀i GriC ∈ Perv(X,Oλ).
De´monstration. La de´monstration de la proposition 3.1 s’adapte. Pour la pleine fide´lite´ il suffit
essentiellement de connaˆıtre l’existence d’une suite spectrale
∀A,B ∈ D+F (X,Oλ) E
pq
1 =⇒ HomD+F (X,Oλ)(A,B[p+ q])
ou`
Epq1 =


∏
j−i=p
HomD+(X,Oλ)(Gr
iA,GrjB[p+ q]) si p ≥ 0
0 si p < 0
Mais si l’on note ∀C ∈ D+F (X,Oλ) Ĉ = Lπ∗Rπ∗C ∈ D+(XN,Oλ•) alors
HomD+F (X,Oλ)(A,B) = HomD+F (XN,Oλ•)(Â, B̂)
L’existence de la suite spectrale se de´duit alors de celle d’Illusie pour la cate´gorie de´rive´e filtre´e
D+F (XN,Oλ•) une fois ve´rifie´ que
∀C ∈ D+F (X,Oλ) Gr
iĈ = ĜriC
La surjectivite´ essentielle se de´montre exactement de la meˆme fac¸on que dans la proposition
3.1.
On ve´rifie maintenant aussitoˆt le lemme suivant :
Lemme 5.38. — Soit A une cate´gorie abe´lienne Oλ-line´aire et FA la cate´gorie forme´e des objets
de A munis d’une filtration de longueur finie. Le foncteur
(FA)⊗Oλ Lλ −→ F (A⊗Oλ Lλ)
induit une e´quivalence de cate´gories.
De´finition 5.39. — PourA une cate´gorie abe´lienneOλ-line´aire on note indiffe´remment FA⊗Lλ
l’une des deux cate´gories de´finies dans le lemme pre´ce´dent et identifie´es graˆce a` celui-ci.
La ve´rification du lemme qui suit est e´galement imme´diate.
Lemme 5.40. — Soit X un sche´ma noethe´rien de dimension finie tel que Dbc(X,Oλ/̟λ) posse`de
un module dualisant. Le diagramme suivant est commutatif
FPerv(X,Oλ)⊗ Lλ
α //
γ

FPerv(XN,Oλ•)⊗ Lλ
δ

DbcF (X,Oλ)⊗ Lλ
β // DbF (XN,Oλ•)⊗ Lλ
ou` α est le foncteur de´finit graˆce au corollaire 5.32, β est le foncteur de normalisation F 7→ F̂ , γ
est de´finit via la proposition 5.37 et δ graˆce a` la proposition 3.1.
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6. Le the´ore`me clef
The´ore`me 6.1. — Soit X0 un k-sche´ma de type fini et x ∈ X0 (un point non ne´cessairement
ferme´). Soit
f : Spec(ÔX0,x) −→ Spec(OX0,x)
Alors, si Λ est de torsion premie`re a` p
f∗ : Dbc(Spec(OX0,x)e´t,Λ) −→ D
+(Spec(ÔX0,x)e´t,Λ)
et
f∗ : Db(Spec(OX0,x)
N
e´t,Oλ•) −→ D
+(Spec(ÔX0,x)
N
e´t,Oλ•)
sont t-exacts, ou` dans le second cas la t-structure est celle de´finie dans le the´ore`me 5.29.
De´monstration. Il est clair que le cas de torsion implique le second cas puisqu’il suffit de le
ve´rifier e´tage par e´tage. Nous nous y restreignons donc. Notons
A = OX0,x, Y = Spec(Â), Z = Spec(A)
On ve´rifie facilement que
∀y ∈ Y dim {f(y)} ≥ dim {y}
et que donc f∗ est t-exact a` droite :
f∗
(
pD≤0
)
⊂ pD≤0
La t-exactitude a` gauche de f∗ repose sur le the´ore`me de de´singularisation de Popescu ([12]).
D’apre`s celui-ci, l’anneau A e´tant excellent, il existe un syste`me inductif filtrant (Bi)i∈I de A-
alge`bres lisses et un isomorphisme de A-alge`bres
Â ≃ lim
−→
i∈I
Bi
Quitte a` localiser les Bi on peut supposer que ∀i Bi est un anneau local, les morphismes
A −→ Bi −→ Â
sont locaux et Bi est une A-alge`bre essentiellement lisse. Notons Wi = Spec(Bi) et
Y
f //
hi
  A
AA
AA
AA
A Z
Wi
gi
>>}}}}}}}}
Notons di la dimension relative de gi. Soit donc
F ∈ Dbc(Z,Λ) ∩
pD≥0
Il existe un morphisme lisse de k-sche´mas de type fini de dimension relative di
W˜i
g˜i
−−→ Z˜
des points a ∈ W˜i et b ∈ Z˜ tels que g˜i(a) = b, un complexe de faisceaux F˜ ∈ Dbc(Z˜,Λ)∩
pD≥− dim {x}
et un diagramme commutatif
Wi
gi //
α≃

Z
β≃

Spec(O
W˜i,a
) //
γ

Spec(OZ˜,b)
δ

W˜i
g˜i // Z˜
tel que
(δβ)∗F˜ = F
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Le de´calage dim {x} = dim {b} provient de ce que pour U un sche´ma de type fini sur k et u ∈ U
si ϕ : Spec(OU,u)→ U alors ϕ
∗[dim {u}] est t-exact.
D’apre`s [2] pages 108-109, g˜i e´tant lisse g˜
∗
i [di] est t-exact et donc
g˜∗i F˜ [di] ∈
pD≥− dim {x}
E´tant donne´ que l’extension de corps re´siduel induite par le morphisme d’anneaux locaux A→ Bi
est triviale, dim {x} = dim {a}. On en de´duit que
∀i g∗iF [di] = α
∗γ∗g˜∗i F˜ [di] ∈
pD≥0
Soit maintenant q ∈ Y . Il existe un i0 ∈ I tel que
∀i ≥ i0 si pi = hi(q) alors pi.Â = q
On ve´rifie alors que si
iq : Spec(k(q)) −→ Y
µi : Spec(k(q)) −→ Spec(k(pi))
ipi : Spec(k(pi)) −→Wi
alors
Ri!q (f
∗F) = lim
−→
i≥i0
µ∗iRi
!
pi
(g∗iF)
E´tant donne´ que g∗iF ∈
pD≥−di on en de´duit que
Hk
(
Ri!q(f
∗F)
)
= 0 si ∀i ≥ i0 k < − dim {pi}+ di
Le the´ore`me re´sulte donc de l’ine´galite´ suivante
∀i ≥ i0 dim {pi} ≤ dim {q}+ di
Celle-ci se de´montre de la fac¸on suivante : e´tant donne´ que l’extension de corps re´siduels induite
par le morphisme local essentiellement lisse A→ Bi est triviale, il y a un diagramme commutatif
de A-alge`bres
Bi // _

Â
B̂i
≃
Â[[T1, . . . , Tdi]]
ψ
OO
ou` ψ est continu, ψ(Ti) appartenant a` l’ide´al maximal de Â. De plus c’est un morphisme de
Â-alge`bres. De`s lors, si I = piB̂i ⊂ Â[[T1, . . . , Tdi]], si ∀k ψ(Tk) = tk alors
kerψ = (T1 − t1, . . . , Tdi − tdi)
ce qui implique que
Â/q = Â/ψ(I)Â ≃ Â[[T1, . . . , Tdi ]]/ (I + (T1 − t1, . . . , Tdi − tdi))
et donc
dim Â/q ≥ dim Â[[T1, . . . , Tdi]]/I︸ ︷︷ ︸
≃B̂i/I≃ ̂(Bi/pi)
−di = dimBi/pi − di
La premie`re ine´galite´ re´sultant de ce que
htÂ[[T1,...,Tdi ]]/I
(I + (T1 − t1, . . . , Tdi − tdi)/I) ≤ di
et qu’e´tant donne´ que Bi est excellent B̂i/I = B̂i/pi est e´quidimensionnel (EGA IV Scholie 7.8.3.
(x)).
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7. De´monstration du the´ore`me principal
7.1. Hypothe`ses et notations. — Soit A une O-alge`bre plate locale et comple`te. On suppose
que le corps re´siduel de O est se´parablement clos i.e. s = s (on ve´rifie aise´ment que l’on peut se
ramener a` ce cas la` pour nos besoins). Soit
F ∈ Db(Spec(A[
1
π
])Ne´t,Oλ•)⊗ Lλ
On suppose qu’il existe un O-sche´ma de type fini X , un point ferme´ x ∈ Xs tel que A ≃ ÔX,x et
un faisceau pervers G ∈ Perv(Xη,Oλ) ⊗ Lλ tel que via le foncteur G 7→ Ĝ ∈ Perv(X
N
η ,Oλ•) ⊗ Lλ
du corollaire 5.32 et un isomorphisme A ≃ ÔX,x on ait
Ĝ|Spec(A[ 1
π
]) ≃ F
On note encore F pour l’extension de F a` Spec(A)η¯ . Conside´rons le diagramme
Spec(A)η¯
  j // Spec(A⊗O O) Spec(A)s?
_ioo
ou` Spec(A)s = Spec(A/πA).
7.2. Perversite´ des cycles e´vanescents formels et quasi-unipotence de la monodromie.
—
The´ore`me 7.1. — Soit
RΨη(F) = i
∗Rj∗F ∈ D
+(Spec(A)Ns ,Oλ•)⊗ Lλ
Alors,
RΨη(F) ∈ Perv(Spec(A)
N
s ,Oλ•)⊗ Lλ
De plus, pour tout T ∈ Iη¯/η l’action de T sur RΨη(F) est quasi-unipotente : pour N suffisamment
divisible et k >> 0
(TN − Id)k = 0 ∈ End (RΨη(F))
De´monstration. Fixons un quadruplet (X, x,G, f) ou` (X, x,G) est comme dans la section d’au-
paravant et
f : Spec(A) −→ X
se factorise par Spec(OX,x) −→ X et induit un isomorphisme
Spec(A)
∼
−−→ Spec(OX,x)
D’apre`s le the´ore`me de changement de base re´gulier de Fujiwara (corollaire 7.1.6 de [6] ou` il est
e´nonce´ dans le cas de torsion mais le cas utilise´ ici s’en de´duit aussitoˆt puisqu’il suffit de le ve´rifier
e´tage par e´tage dans le topos XNe´t) il y a un isomorphisme
f¯∗RΨη(Ĝ) ≃ RΨη(F)
ou` f¯ : Spec(A ⊗ O¯) −→ X ⊗ O. Le re´sultat se de´duit alors du cas alge´brique connu pour X
(i.e. RΨη(F) est de longueur finie, End(RΨη(F)) est un Lλ-e.v. de dimension finie et l’action de
l’inertie Iη¯|η dessus est continue) puisque
RΨη(Ĝ) = R̂Ψη(G)
et du the´ore`me 6.1.
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7.3. E´nonce´ et de´monstration du the´ore`me principal. — Rappelons maintenant le lemme
suivant :
Lemme 7.2. — Soit A une cate´gorie abe´lienne Lλ-line´aire et A ∈ A. Soit N ∈ End(A) un
endomorphisme nilpotent. Il existe alors une unique filtration croissante finie Fil•A sur A telle que
∀i NFiliA ⊂ Fili−2A et N induise un isomorphisme N
i : GriA
∼
−−→ Gr−iA. De plus, si F : A −→
B est un foncteur exacte entre cate´gories abe´liennes alors l’objet filtre´ associe´ a` (F (A), F (N)) est
F (Fil•A).
De´finition 7.3. — Soit T ∈ Iη¯|η s’envoyant sur un ge´ne´rateur de la composante Zℓ(1) dans l’in-
ertie mode´re´e. Soit N = logT ∈ End(RΨη(F)) . Soit Fil•RΨη(F) l’objet filtre´ associe´ par le lemme
pre´ce´dent. Nous noterons K(F) ∈ DbF (Spec(A)Ns ,Oλ•)⊗Lλ l’objet associe´ par la proposition 3.1
a` (Fil−iRΨη(F))i∈Z.
Proposition 7.4. — Soit (X, x,G, f) comme dans la de´monstration du the´ore`me 7.1. Con-
side´rons le complexe filtre´ K(G) ∈ DbcF (X,Oλ) ⊗ Lλ associe´ a` RΨη(G) muni de sa filtration de
monodromie par le lemme pre´ce´dent et la proposition 5.37. Il y a un isomorphisme canonique
f∗K̂(G) ≃ K(F)
De´monstration. La de´monstration re´sulte du the´ore`me 6.1 couple´ a` l’isomorphisme de Fujiwara
comme dans la de´monstration du the´ore`me 7.1 ainsi que du lemme 5.40. Il faut par exemple ve´rifier
que le the´ore`me 6.1 implique la commutativite´ du diagramme suivant
FPerv(XN,Oλ•)⊗ Lλ
f∗ //

FPerv(Spec(A)N,Oλ•)⊗ Lλ

DbF (XN,Oλ•)⊗ Lλ
f∗ // DbF (Spec(A)N,Oλ•)⊗ Lλ
ce qui est imme´diat.
Lemme 7.5. — Dans le cas d’un point, il y a des e´quivalences de cate´gories
DbcF (s,Oλ)⊗ Lλ
∼
−−→ DbcF (Oλ)⊗ Lλ
∼
−−→ DbcF (Lλ)
ou` DbcF (Oλ) est la cate´gorie de´rive´e filtre´e borne´e des Oλ-module de type fini, D
b
cF (Lλ) celle des
Lλ-e.v. de dimension finie. La premie`re e´quivalence est donne´e par Rπ∗ et un inverse par Lπ∗.
De´monstration. Elle ne pose pas de proble`mes particuliers
De´sormais nous identifierons les trois cate´gories intervenant dans le lemme pre´ce´dent.
Proposition 7.6. — Soit κ : s −→ Spec(A)s le point ferme´. A` isomorphisme canonique pre`s il
existe un unique complexe L(F) ∈ DbcF (Lλ) tel que via le foncteur de normalisation D
b
cF (s,Oλ)⊗
Lλ −→ DbF (sN,Oλ•)⊗ Lλ
L(F) 7−→ κ∗K(F)
De´monstration. L’existence re´sulte de la proposition 7.4 et l’unicite´ de la pleine fide´lite´ du
foncteur de normalisation.
Venons en au the´ore`me principal.
The´ore`me 7.7. — Pour tout quadruplet (X, x,G, f) il y a un isomorphisme canonique induit
par f
K(G)x
∼
−−→ L(F)
De´monstration. Il s’agit de spe´cialiser la proposition 7.4 au point ferme´ de Spec(A).
La proposition suivante sera utilise´e par Pascal Boyer dans son travail.
Proposition 7.8. — Soit B = A[[X1, . . . , Xn]] et h : Spec(B) −→ Spec(A) la projection. Alors,
K(h∗F [n]) = h∗K(F)[n]
L(F) = L(h∗F [n])[−n]
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De´monstration. Nous laissons les de´tails de la de´monstration au lecteur. Il s’agit d’utiliser le
the´ore`me d’acyclicite´ local des morphismes lisses couple´ a` la proposition 7.4 et a` la t-exactitude
de h∗ (t-exactitude qui se de´duit du the´ore`me de Popescu (dans ce cas la` c’est un the´ore`me de
M.Artin) comme dans la de´monstration du the´ore`me 6.1).
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